Моделирование топологической динамики голоморфных отображений by Боруленкова, Е.А. & Гусев, А.И.
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÓÄÊ 519.677, 517.546
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ
Áîðóëåíêîâà Å.Ì., Ãóñåâ À.È.
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
Òâåðñêîé ãîñóíèâåðñèòåò, Òâåðü
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14.03.2010, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 25.03.2010.
Èçâåñòíîå â ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêå ïîíßòèå ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè èñ-
ïîëüçóåòñß äëß èçó÷åíèß äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãîëîìîðôíûõ îòîáðà-
æåíèé. Ïîëó÷åíû óñëîâèß, ñâßçûâàþùèå äèíàìèêó ïîâåäåíèß ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èòåðàöèé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ñî çíà÷åíèßìè ðàâíîâåñ-
íûõ ôóíêöèé â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ. Óêàçàíà ñâßçü îáîáùåííîãî ðåêóð-
ðåíòíîãî ìíîæåñòâà, ïîðîæäàåìîãî ñåìåéñòâîì ðàâíîâåñíûõ ôóíêöèé
ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèß, ñ ìíîæåñòâîì Æþëèà ýòîãî îòîáðàæåíèß.
A notion equilibrium function, known in dynamic economics, is used for
dynamic properties of holomorphic mappings research. The conditions con-
necting behavior dynamics of holomorphic function sequence iterations with
values of equilibrium functions in limit points are received. The relation
between generalized recurrence set of holomorphic mapping, generated by
collection of equilibrium functions, and set of Julia of this mapping is
speciﬁed.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîëîìîðôíàß äèíàìèêà, ðàâíîâåñíàß ôóíêöèß, íåïî-
äâèæíàß òî÷êà, ìíîæåñòâî Æþëèà.
Keywords: dynamic holomorphics, equilibrium function, ﬁxed point, Julia
set.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå [12] À.Ì. Ðóáèíîâ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ïîíßòèß, ïðè-
ñóùèå ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêå, äëß èçó÷åíèß òîïîëîãè÷åñêèõ àñïåêòîâ äèíàìè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ øèðîêîãî êëàññà îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáß.
Â òîé æå è ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ([12-14]) îí ïîëó÷èë ðßä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòà-
òîâ. Èññëåäîâàíèß â òîì æå íàïðàâëåíèè ïðîâîäèëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [2-6], [8-10].
Â íàñòîßùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñß ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü óïîìßíóòûå ïîíßòèß äëß
èçó÷åíèß äèíàìèêè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè èñïîëüçóåò-
ñß òåðìèíîëîãèß è îáîçíà÷åíèß êíèãè [11] è îáçîðîâ [1], [7]. Äàëåå ìû ïðèâîäèì
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèß è ñâîéñòâà îïðåäåëßåìûõ îáúåêòîâ, áîëüøèíñòâî èç êî-
òîðûõ èìåþòñß â [1], [7], [11] è [12].
87
88 ÁÎÐÓËÅÍÊÎÂÀ Å.Ì., ÃÓÑÅÂ À.È.
Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, CX - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
f : X → X è I : X → X - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Äëß ôóíêöèè f ∈ CX ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì, f◦0 = I, f◦(n+1) = f ◦ f◦n, n ∈ N.
Íåïðåðûâíàß ôóíêöèß h : X → R íàçûâàåòñß ðàâíîâåñíîé ôóíêöèåé äëß ôóíê-
öèè f ∈ CX , åñëè h(f(x)) ≤ h(x) äëß ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
ðàâíîâåñíûõ äëß ôóíêöèè f , îáîçíà÷èì Hf .
Äëß ôóíêöèè h ∈ Hf îïðåäåëèì ìíîæåñòâà
Wh = {x ∈ X : h(f(x)) = h(x)}
è
Wf = ∩{Wh : h ∈ Hf} = {x ∈ X : h(f(x)) = h(x), äëß âñåõ h ∈ Hf}
Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íàçûâàþò îáîáùåííûì ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîìôóíê-
öèè f .
Ñëåäóþùèå ôàêòû îïèñûâàþò ïðîñòûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïîíßòèé.
1) Hf - âûïóêëûé êîíóñ, ñîäåðæàùèé êîíñòàíòû.
2) Åñëè h ∈ Hf , òî h ◦ f◦n ∈ Hf äëß ëþáîãî n ∈ N.
3) Ìíîæåñòâà Wh çàìêíóòû äëß ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Hf .
4) Ìíîæåñòâî Wf çàìêíóòî è âïîëíå èíâàðèàíòíî äëß îòîáðàæåíèß f .
5) Åñëè X êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî Wh 6= ∅ äëß ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Hf ,
è íàéäåòñß ôóíêöèß h¯ ∈ Hf , äëß êîòîðîé Wf =Wh¯.
Íåïîäâèæíóþ òî÷êó x ôóíêöèè f : X → X íàçûâàþò ïðèòßãèâàþùåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ýòîé ôóíêöèè, åñëè íàéäåòñß îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òàêàß, ÷òî
ôóíêöèè f◦n îïðåäåëåíû íà Ux ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f◦n|Ux} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñß íà Ux ê ïîñòîßííîìó îòîáðàæåíèþ a : Ux → X, a(y) =
x äëß y ∈ Ux. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðèòßãèâàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ôóíêöèè f
îáîçíà÷èì Af .
Íåïîäâèæíóþ òî÷êó x ôóíêöèè f : X → X íàçûâàþò îòòàëêèâàþùåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ýòîé ôóíêöèè, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òà-
êàß, ÷òî äëß ëþáîé òî÷êè y ∈ Ux, y 6= x íàéäåòñß íàòóðàëüíîå n, äëß êîòîðîãî
f◦n(y) /∈ Ux. Îêðåñòíîñòü Ux íàçûâàþò èçîëèðóþùåé. Ìíîæåñòâî âñåõ îòòàëêèâà-
þùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ôóíêöèè f îáîçíà÷èì Rf .
Ïî îïðåäåëåíèþ, Atr(f) = ∪{Af◦n : n ∈ N}, Rep(f) = ∪{Rf◦n : n ∈ N}.
1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè è ðàâíîâåñíûå ôóíêöèè
Òåîðåìà 1. Âñßêàß ïðèòßãèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà x ôóíêöèè f : X → X
ßâëßåòñß òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Hf .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x - ïðèòßãèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà ôóíêöèè f è h ∈
Hf . Òîãäà íàéäåòñß îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òàêàß, ÷òî f◦n(y) → x ïðè n → ∞
äëß ëþáîé òî÷êè y ∈ Ux. Ïîñêîëüêó ôóíêöèß h ◦ f◦n ßâëßåòñß ðàâíîâåñíîé äëß
ôóíêöèè f ïðè ëþáîì n ∈ N, òî h(f◦n(y)) ≤ h(y). Ïåðåõîäß ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì,
÷òî h(x) ≤ h(y) äëß ëþáîé òî÷êè y ∈ Ux. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ßâëßåòñß òî÷êîé
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè h ∈ Hf .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü z0 - ïðèòßãèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà ãîëîìîðôíîé ôóíê-
öèè f . Òîãäà íàéäåòñß ôóíêöèß h¯ ∈ Hf , äëß êîòîðîé òî÷êà z0 áóäåò òî÷êîé
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0, è â íåêîòîðîì êðóãå Or0 ñ öåíòðîì
â òî÷êå z0 ôóíêöèß f ïðåäñòàâëßåòñß ðßäîì
f(z) = λz + λ1z2 + λ2z3 + . . . . (1)
Îáùàß ñèòóàöèß ñâîäèòñß ê óêàçàííîé ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé çàìåíû êîîðäè-
íàò ([11], 8). Â ýòîì ñëó÷àå f ′(z0) = λ è, ïîñêîëüêó òî÷êà z0 - ïðèòßãèâàþùàß
íåïîäâèæíàß òî÷êà, òî |λ| < 1 ([11], ëåììà 8.1). Èç ïðåäñòàâëåíèß (1) ñëåäóåò, ÷òî
f(z) = λz + O(z2) ïðè z → 0. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ïîñòîßííûå c > 0, r1
òàêèå, ÷òî 0 < r1 ≤ r0 è |f(z)− λz| ≤ c
∣∣z2∣∣, äëß z ∈ Or1 . Ïóñòü ÷èñëî p òàêîâî,
÷òî |λ| < p < 1. Âûáåðåì ÷èñëî r òàê, ÷òî 0 < r ≤ r1 è |λ| + cr < p. Åñëè z ∈ Or,
òî |f(z)| ≤ |λz|+ c |z|2 < |z|(|λ|+ cr) < p |z|. Òîãäà |f◦n(z)| ≤ pn |z| < pnr.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
h(z) =
∞∑
n=0
|f◦(n+1)(z)− f◦n(z)|. (2)
Èñïîëüçóß ïðåäûäóùóþ îöåíêó, ìîæåì íàïèñàòü
|f◦(n+1)(z)− f◦n(z)| < pn+1r + pnr = pnr(p+ 1) < 2pnr.
Îòñþäà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàß ñõîäèìîñòü ðßäà (2) è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
f â êðóãå Or.
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèß ïîêàçûâàþò, ÷òî
h(z) =
∞∑
k=0
|f◦(k+1)(z)− f◦k(z)| = |f(z)− z|+
∞∑
k=1
|f◦(k+1)(z)− f◦k(z)| = |f(z)− z|+
+
∞∑
k=1
|f◦k(f(z))− f◦(k−1)(f(z))| = |f(z)− z|+
∞∑
k=0
|f◦(k+1)(f(z))− f◦k(f(z))| =
= |f(z)− z|+ h(f(z)) ≥ h(f(z)).
Ïîñêîëüêó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè z0 = 0 íåò
äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ôóíêöèé f◦n, òî íà ñàìîì äåëå 0 < h(f(z)) < h(z),
åñëè z ∈ Or, z 6= z0.
Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ h íà âñå ïðîñòðàíñòâî. Ïîëîæèì d = inf{h(z) : z ∈ ∂Or},
U0 = {z : h(z) < d}. Çäåñü ∂Or - ãðàíèöà êðóãà Or. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
h¯ =
{
h(z), z ∈ U0,
d, z /∈ U0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèß íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåò ôóíêöèþ h|U0 . Íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðîâåðßåòñß, ÷òî h¯(f(z)) ≤ h¯(z) äëß ëþáîé òî÷êè z. Òàêèì îáðàçîì,
h¯ ∈ Hf . Òî÷êà z0 ßâëßåòñß òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ýòîé ôóíê-
öèè.
Òåîðåìà 3. Âñßêàß îòòàëêèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè
f ßâëßåòñß òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Hf .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 - îòòàëêèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà ôóíêöèè f , è
Uz0 - èçîëèðóþùàß îêðåñòíîñòü òî÷êè z0. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 è ôóíêöèß f ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðßäîì (1). Òàê êàê z0
- îòòàëêèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà, òî |f ′(z0)| = |λ| > 1 ([11], Òåîðåìà 8.8). Ïî
òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, íàéäåòñß çàìêíóòûé êðóã C0 ñ öåíòðîì â òî÷êå
z0, ñîäåðæàùèéñß â Uz0 è òàêîé, ÷òî ôóíêöèß f ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò C0 íà
f(C0).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Uk},
U0 = C0, Uk = C0 ∩ f−1(C0) ∩ f−◦2(C0) ∩ . . . ∩ f−◦k(C0).
Î÷åâèäíî, ÷òî Uk+1 ⊂ Uk.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà {Uk} ïåðåñåêàåòñß â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ò.å., ÷òî⋂
k
Uk = z0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü w ∈
⋂
k
Uk, w 6= z0. Òîãäà w ∈ f−◦k(C0)
äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è, ñëåäîâàòåëüíî, f◦k(w) ∈ C0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî îêðåñòíîñòü C0 èçîëèðóþùàß. Òàêèì îáðàçîì, äîïóùåíèå íåâåðíî, è ìíîæå-
ñòâà Uk ïåðåñåêàþòñß â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî diamUk → 0
ïðè k → ∞. Èç îïðåäåëåíèß ìíîæåñòâ Uk è ãîìåîìîðôíîñòè ôóíêöèè f íà C0
ñëåäóåò, ÷òî f(Uk) = Uk−1 ∩ f(C0). Ïîñêîëüêó diamUk → 0, òî Uk−1 ⊂ f(C0)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ïîýòîìó f(Uk) = Uk−1 äëß òàêèõ k. Íå îãðàíè÷èâàß
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíå ðàâåíñòâî âåðíî äëß âñåõ íàòóðàëüíûõ k.
Òåïåðü âèäíî, ÷òî äëß ëþáîãî w ∈ U0 è äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k íàéäåòñß ýëå-
ìåíò zk ∈ Uk òàêîé, ÷òî f◦k(zk) = w è, ñëåäîâàòåëüíî, h(w) = h(f◦k(zk)). Òàê êàê
h ∈ Hf , òî h(f◦k(zk)) ≤ h(zk), ò.å. h(w) ≤ h(zk). Ïîñêîëüêó zk → z0 ïðè k → ∞,
òî h(w) ≤ h(z0). Òàêèì îáðàçîì, îòòàëêèâàþùàß íåïîäâèæíàß òî÷êà z0 ôóíêöèè
f ßâëßåòñß òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè h ∈ Hf .
Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèß
h(z) =

∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣− 12 ,
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ < 12 ,
1
2
−
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ ≥ 12
ßâëßåòñß ðàâíîâåñíîé äëß ôóíêöèè f(z) = 2z(1− z).
Ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèßìè ïðîâåðßåòñß ðàâåíñòâî
∣∣∣∣f(z)− 12
∣∣∣∣ = 2 ∣∣∣∣(z − 12
)∣∣∣∣2 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâà
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ ≤ 12 è
∣∣∣∣f(z)− 12
∣∣∣∣ ≤ 12 ýêâèâàëåíòíû. Ïðè
ýòîì
∣∣∣∣f(z)− 12
∣∣∣∣ = 12 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ = 12 . Ïîýòîìó
h(f(z)) =

∣∣∣∣f(z)− 12
∣∣∣∣− 12 ,
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ < 12 ,
1
2
−
∣∣∣∣f(z)− 12
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ ≥ 12
=

2
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣2 − 12 ,
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ < 12 ,
1
2
− 2
∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣2 , ∣∣∣∣z − 12
∣∣∣∣ ≥ 12 .
Òåïåðü óæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî h(f(z)) ≤ h(z).
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Çàìåòèì åùå, ÷òî ôóíêöèß h èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì â ïðèòßãèâàþùåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êå z = 12 è èìååò ìàêñèìóì â òî÷êàõ îêðóæíîñòè S 12 , 12 = {z ∈ C :∣∣z − 12 ∣∣ = 12}, â ÷àñòíîñòè, â îòòàëêèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êå z = 0. Ïðè ýòîì
h(f(z)) < h(z) äëß z ∈ C\S 1
2 ,
1
2
, z 6= 12 .
2. Ìíîæåñòâî Æþëèà è îáîáùåííîå ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî
Â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè êëàññà ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé,
èìåííî: ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè f : Cˆ → Cˆ, öåëûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè
f : C → C, ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè f : C → Cˆ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èòåðàöèè f◦n
îïðåäåëåíû âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè C çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîëþñîâ
îòîáðàæåíèé f, f◦2, . . . , f◦(n−1).
Äëß ôóíêöèè f ëþáîãî èç ýòèõ êëàññîâ ìíîæåñòâîì Ôàòó íàçûâàåòñß ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ òî÷åê z ∈ C (èëè z ∈ Cˆ), äëß êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òàêàß,
÷òî ñóæåíèß ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé {f◦n} îáðàçóþò íîðìàëüíîå
ñåìåéñòâî ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ U â C (èëè Cˆ). Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Ôàòó
äî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C (èëè Cˆ), íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì Æþëèà ôóíêöèè
f , îáîçíà÷àåòñß Jf .
Òî÷êà z0 íàçûâàåòñß èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êîé ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèß f :
Cˆ → Cˆ (èëè f : C → C, èëè f : C → Cˆ), åñëè ìíîæåñòâî {f−◦n(z0) : n ∈ N}
êîíå÷íî (âîçìîæíî ïóñòî). Ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê äëß îòîáðàæåíèß
f îáîçíà÷èì Ef ([11], 4).
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ
1. f : Cˆ→ Cˆ - ðàöèîíàëüíàß ôóíêöèß ñòåïåíè íå ìåíüøå 2;
2. f : C→ C - öåëàß òðàíñöåíäåíòíàß ôóíêöèß;
3. f : C→ Cˆ - ìåðîìîðôíàß ôóíêöèß.
Òîãäà ñóæåíèå ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Hf íà ìíîæåñòâî Jf ßâëßåòñß êîíñòàíòîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z, w ∈ Rep(f)\Ef . Òàê êàê Rep(f) ⊂ Jf è Jf =
= cl(∪{f◦n(z) : n ∈ N}) 1, òî äëß ëþáîãî n ∈ N íàéäóòñß k ∈ N è ýëåìåíò
wn ∈ Ow, 1n ∩ f−◦k(z) (çäåñü Ow,r = {z : |z−w| < r}). Òîãäà f◦k(wn) = z è, ñëåäîâà-
òåëüíî, h(z) = h(f◦k(wn)) ≤ h(wn). Ïåðåõîäß ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî h(z) ≤ h(w).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî h(w) ≤ h(z) è, çíà÷èò, h(z) = h(w) äëß z, w ∈ Rep(f)\Ef .
Ïîñêîëüêó Jf = cl(Rep(f)) (Òåîðåìà 14.1, [11], Òåîðåìà 4, [1]) è ìíîæåñòâî Ef ,
ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ ([1], [11]), òî h(z) = h(w) äëß ëþáûõ òî÷åê
z, w ∈ Jf .
Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Jf ⊂Wf\Atr(f).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f : Cˆ→ Cˆ - ðàöèîíàëüíàß ôóíêöèß ñòåïåíè íå ìåíüøå 2, òî
Ef ⊂ Cˆ\Jf (Òåîðåìà 4.6, [11]).
1Ñèìâîëîì cl A îáîçíà÷àåòñß çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A.
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Çàìå÷àíèå 2. Äëß ôóíêöèè f(z) = 2z(1 − z) èç ïðèìåðà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà
Jf =Wf\Atr(f).
Çàìå÷àíèå 3. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Jf íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ðàâíîâåñ-
íàß ôóíêöèß íå ìîæåò èìåòü ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â îòòàëêèâàþùåé
íåïîäâèæíîé òî÷êå. Òåì íå ìåíåå äëß ôóíêöèè ïðèìåðà 2 è îòòàëêèâàþùåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè z = 0 äëß âñåõ w /∈ Jf âåðíî íåðàâåíñòâî h(w) < h(0).
Çàêëþ÷åíèå
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêè è àíàëèòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ áûëè ïîëó÷åíû ïîñëå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, â õîäå êîòîðûõ êîíñòðóèðîâàëèñü ðàâíîâåñíûå ôóíêöèè, à òàêæå îáîá-
ùåííûå ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà Æþëèà äëß ðàçëè÷íûõ ãîëîìîðô-
íûõ ôóíêöèé.
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